Egy érdekes sikgeometriai feladat — 1. rész

Az interneten taldlkoztunk az alabbi feladattal és vazlatos megoldasaval.

A feladat

Adott az 1. abra szerinti alakzat.

1. dbra — forrasa: [ 1 ]

Hatérozzuk meg a z6ld és a piros haromszogek teriiletének aranyat!

A megoldas

Ehhez tekintsiik a 2. abrat!

A Tasc

Tacp

Atpt+ta+p=180°

i E) 3 4 3

2. abra



A két haromszog teriilete:

1 —_— —_—

: 1 —
Tapc =5 AB-AC-sina, Tycp =5 AD-AC-sinf.
A két haromszog teriiletének aranya:

1 —&—F= .. N
TaBC _ E-AB-AC-sma __AB sina tehat:

Tacp 3-AD-AC-sinf AD sinp’
TABC_E_sina
Tacp AD sin 8 )

AB

Latjuk, hogy a kozvetlen feladat az T arany kiszadmitésa.

Ehhez eldszor kétszer alkalmazzuk a koszinusztételt; a 2. abra alapjan:

2 _ 2 -
r2=A] +A0 —2-A]-A0-cosa ;
2 __ 9 -
r2=AK +A0 —2-AK-AO -cosp .

A (3 ) egyenletekbdl:

—2 —2 S — —2 —2 -
Al +A0 —2-AJ-AO0-cosa=AK +A0 —2-AK-AO-cosf -
—2 _— — —2 -

Al —2-AJ]-A0-cosa =AK —2-AK-AO-cosf -
AJ-(A]—2-A0-cosa)=AK-(AK —2-A0-cosB) -

AK _ AJ—-2-A0-cosa _ 2-AO-cosa—A]
A] AK—-2-A0-cosf  2-AO0-cosf —AK
AK _ 2-A0-cosa—A]

4] 2-A0-cosf -AK

, tehat:

Ezutan a (4 ) egyenlet bal oldaldhoz a szinusztétel kétszeri alkalmazasaval:

T sina _  sina
A:] "~ sin[180°-(A+a)]  sin(A+a) ’
r sin 8 _ sinp
4K sin[180°—(u+B)] _ sin(A+a) ’

utobb felhasznaltuk a
A+u+a+p=180°

Osszefliggést is. Most ( 5) és ( 6 ) hanyadosat képezve:

sina

E __ sin(A+a) N A_K _ sina
. sin g AJ]  sinp
AK sin(A+a)

(1)

(2)

(3/1)
(3/2)

(4)

(5)
(6)

(7)

(8)



Majd a ( 4 ) egyenlet jobb oldaldhoz:
A0 - cosa=A_]—E_]=A_]—% — 2 - A0 - cosa = 2-AJ] —BJ, innen;
2 - A0 - cosa—A_]=2-A_]—B_]—A_]=A_]—B_]:E,

tehat:
2 - A0 - cosa —A] = AB . (9)
Hasonléképpen:

AO - cos,BzAK—FKzAK—% — 2+ A0 - cosf =2-AK — DK, innen:

2 - A0 - cosp—AK =2-AK — DK — AK = AK — DK = AD ,
tehat:
2 - AO - cosp —AK = AD . (10)

Most (4),(8),(9)és(10)-zel:

AK _ 2-A0-cosa—A] _ AB _, sina _

=

4] 2-A0-cosf—-AK AD sing  AD (11)
Majd (2 )és (11 ) -gyel:
TABC_E_sina_sina_sina_sinza
Tacp AD sinf  sinf sinf  sin2p ’
tehat:
2
TaBc __sm a (12)

TACD Sil’l2 B ’

egyezésben az [ 1 ] - ben talalt megoldés eredményével.

ML1. Itteni megoldasunk nem pont az [ 1 ] szerinti. Az ottani megoldas révidebb, amde ne -
hezebben kovethetd. Nem igazan szeretjiik a csak vazolt megoldasokat. Persze, dolgozni
kellene vele. Az olyan ,,ciki”, meg izzadsagszagu. Féképpen nem ,,elegans”. ( J6, mi? )

M2. Az itt felhasznalt 6sszefliggések mind a kdzépiskolai matek - tananyag részei, melyek
kotelezOen eldjonnek az érettségire vald felkészités soran.

M3. Szerintiink ez egy jo feladat; érdemes benne elmélyedni.



M4. A fentiek szerint, ( 11) - bol:
K_-2 , AB-4] =4AD 4K, (13)
A] AD

ami a szelotétel — Id. pl.: [ 2 ]! — kdvetkezménye.
E téma tanulmanyozasahoz ajanlhato [ 3 ] is. Ezt kozépiskolasoknak és tanaraiknak irtak.
( Nem rémlik, hogy annak idején a kdzépiskolaban tanultuk volna a szel6tételt. )

M5. A 2. dbrardl esziinkbe jutott a kovetkezo feladat.
Adott:  r,A,u.
Keresett: a , f .

A 2. abrardl leolvashato, hogy az r, 4, u adatokkal — elémetszéssel — el6all az A pont,
majd az AO egyenes a JKA haromszog A - nal 1évo szogét felosztja a - ra és f - ra.
Ezek szamitasa az alabbiak szerint is alakulhat.

A 2. abra alapjan:

OFE = A0 -sina =r-sinl , (14)
OF = A0 -sinf =r-sinpu. (15)

A (14)¢és (15) egyenletek hanyadosat képezve:
OE _ AO-sina _ r-sini R sina _ sinl (16)

OF AO0-sinf r-sinp sing  sinp °

Megint a 2. abra alapjan:
AE = A0 -cosa = A] —r-cosA ; (17)
AF = A0 -cosp = AK — 1 - cosp. (18)

A (17) és ( 18) egyenletek hanyadosat képezve:
EZE-COS(X:E—PCOSA N Cosazﬂ—r-cos)l . (19)
AF AO - cosf AK —r-cospu cosf3 AK —r-cospu

Ezutan szinusztétellel, ( 7) - tel is:

A] _ _sinp sin u __ sinp o7 _ ... sing

2r sin(a+p) - sin[180°—(A+u)] - sin(A+u) - A] =2-r sin(A+u) ’ (20)
AK sin A sin 1 sin 1 — sin A

27 sin(a+p) - sin[180°—(A+u)] - sin(A+u) > AK=2-1" sin(A+u) (21 )

Most (19), (20 ) és (21 ) - gyel:



sinpu sinu

cosa 2 T sinen r-cos . Z'Sin(gﬂl) —cos A __ 2-sinp —cosA-sin(A+p)
cosf 2.0y sirsxi;fu) — r-cosp 'sirizju) — cosp 2-sinA— cosu - sin(A+u)
cosa __ 2-sinp —cosA-sin(A+u) _S
cosf  2-sind— cosp-sin(A+p) N (22)
A mar latott
sin(a + ) = sin(4 + ) (23)
egyenlet bal oldalat kifejtve:
sina - cosf +cosa-sinf =sin(A+pu) ; (24)
most (16 ) - bol:

. o _sind
sina = sinf8 ool (25)
majd (22 ) - bol:
cosa S S
Cosﬁ—ﬁ%cosa—cosﬁ-ﬁ, (26)
ezutan (24),(25)és(26) - tal:

. sinA S . .
sinf3 - S cosf +cosf-—-sinf = sin(A + u) -

. ] ] sin A SY _ 1 . ] __ sin(A+u)
sinf - cosf (Sinﬁ + N) =sin(A+u) —» > sin(2-p) = —(Zi‘;i +%)
2 =2 54 2. =aresn o 32 -

sinu + N sinpu + N
1 . in(A+u)
IB(A ) ,Ll) = E " arcsin [2 "Sina 2-ssi111nu—ctl;ts)l-sin(l+u)] ' ( 27 )
sing  2-sinA— cospu- sin(A+pu)

Majd (7)) - bol:
a(d,u) =180°—[A+pu+ @A, 1] . (28)
Ezzel kitiz6tt feladatunkat megoldottuk.
Latjuk, hogy az a , f szogek nem fiiggnek r - tol , csak 4 és u - tol.
Tovabbi fejlemény, hogy (12 ) és ( 16 ) miatt:
Tapc __ sin? 1 ( 29 )

Tacp  sin?p



MB6. A 2. abrardl esziinkbe jutott még az alabbi feladat is.
Adott: r,i,u.
Keresett: Tasp .

A megoldashoz tekintsiik a 3. 4brat is!

A
15+ i B
v=90°—}, 1 Tasc L+tp+a+p=180°
K=90°—p, B Taco
2*v + g + 2*k = 180°. )
C
’ D
Exe
*AF
v &
K
v bt
g/ * r R S ; ENK _ 5
12 i1 10 o 8 6 5 -4 2 1 O 1 2 3 4 3 (] 7 8 9 10 11 12 I 14 13 16
Eszerint:
Typp = Tpyk — (TOB] + Topp + TODK) : (30)
A kiirt tertiletek a 3. dbra szerint €s a korabbi eredményekkel az alabbiak.
T N T LT e e _ 9.2, SinAsing
Ty = 5 A]-(2-7r-sind) = . [2 Ly (2-r-sind)=2-r im0
9.2 _sin/l-sinl,t
TA]K =2 sin(A+u) (31)
Most:
1 . r? . rz
Tog) =7 (2-r-cosd)-(r-sind) =5 (2-sinA-cosA) =?-51n(2-/1) ,



Topy == +sin(2+2) . (32)
Majd:

1 . r2
TOBD=E-r-(r-sms)=?-sms. (33)

Amde a 3. abra szerint:

e=180°—-2-(v+k) =180°—2-[(90°— 1) + (90° — )] =
=180°—-2-[180°— (A +w)] =2-(A+u) —180° , tehat:

e=2-(1+u)—180°. (34)

Tovabba, ( 34 ) - gyel is:
sine =sin[2-(A+ u) —180°] = —sin[2- (A + p)] . (35)

Most (33 ) és (35) - tel:
Tosp = =5+ sinl2- A+ )] . (36)

A (36 ) szerinti teriilet pozitiv mennyiség, hiszen & hegyesszog.
Majd:

2
Topk = % (2-r-cosu)-(r-sinu) = % sin(2 - u), tehat:

TODKZ%'Sin(Z'.u) . (37)

Ezutan (30), (31),(32),(36)és(37) - tel:

gLz, Sindesing (12 oo 0y TR G " sin(2 -
Tagp =2-T o™ {2 sin(2- 1) . sin[2-(A+ w)] + > sin(2 u)},
_Sin)l-sinu

Gy~ B2 ) —sin[2- (A + )] +sin(2 - 1) }] . (38)

1
Tupp =§'7”2'[4

Ezzel kitiz6tt feladatunkat megoldottuk.
Latjuk, ide mar kellett az r hosszlsag - adat is.

M7. A (27) és (28) eredmények értékelésekor figyelembe kell venni, hogy a
sin(A + u) = sin[180° — (1 + )] (%)



kapcsolat miatt két eredmény is adodik.
Vegyiik példaul a
p=2 (*)

specialis esetet! Ekkor (27 ) és ( * ) szerint:
- sin(A+24) ]

1 :
ﬁfzz-arcsm 2 =

sinA 2-sinAd —cosA-sin(A+1)
sin A 2:sinA— cosA: sin(A+A4)

_1 inl2 - sin(2-1) _ 1 inl2 - sin(2:A)] _
- E arcsin sin A 2:sinA—-cosA-sin(2:A) | — E arcsin 1+1 -
sinA 2-sinA - cosA- sin(2:1)

= % -arcsin[sin(2 - 1)] = % =1,
ami altalaban nem a helyes eredmény. A helyes eredmény ekkor:
f; =a*=90°—1, (")

ami a ( % ) Osszefliggés felhasznaldsaval kaphat6 meg.

MB8. Jelen dolgozatunk cimében egy feladatrdl van szd. Ezzel szemben itt vagy harmat is
megoldottunk. Ez rendszerint igy megy: az egyik dolog hozza a masikat.

M9. Most a képletek alkalmazasara megoldunk egy szampéldat. Ez a 2. abra esete lesz.

Hatarozzuk meg a 2. 4brarél levehetd adatokkal a 8, «, :AB ¢ eredményeket, szamitassal!
ACD
Adatok:
16 8 8 .
tgd=1o=2 - 1 =arctg(>) = 48,81407483° ,
tgp === - =arctg(3) = 69,44395478° . (A)

Eldszor (27 ) és ( 28 ) - cal kiszamitjuk a f és az a szogeket:

sin(48,81407483°+69,44395478°)
sin48,81407483° | 2-sin69,44395478° — c0s48,81407483°-5in(48,81407483°+69,44395478°) | ’
sin69,44395478° = 2-sin48,81407483° — C0569,44395478° - sin(48,81407483°+69,44395478°)

B = 34,5922887° ~ 34,6°. (a)

p = %-arcsin [2 .

Majd:
a = 180° — (48,81407483° + 69,44395478° + 34,5922887°) =
= 27,14968169° = 27,1°,
a = 27,14968169° = 27,1° . (b)




Az (a)és (b)eredmények jol egyeznek a 2. abrarol lemérhetd szogekkel.

Most (12)és(a),(b) - vel:

T sinZ 27,14968169° ,
A5 = — = 0,6460176984 , tehat:
TacD sin? 34,5922887°

TABC — (0,6460176984 . (c/1)

Tacp

Ugyanez (29) - cel és (A) - val, ellenérzésképpen:

T sin? 48,81407483° ,
ABC = = = 0,646017699, tehat:
T acp sin? 69,44395478°

a5 — (0646017699 . (c/2)

Tacp

A(c/1)¢és(c/2)eredmények megnyugtatoan egyeznek.

Megemlitjiik, hogy az ( a ) eredményt a zsebszamologéppel csak tobb 1épésben lehetett
kiszamolni.

M10. Javasoljuk, hogy az érdeklddd Olvaso gyakorolja a szamitogép képernydjén megje -
lend &brarol vald adatlevételt! Most éppen a 2. dbra szogeinek lemérését.
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